Limites

Exercice

Soita € Rtelquea > —1.0nnotef =x+—V1+txetp = 1+2\/§.

Soit (U )nso la suite définie par uy = a et la relation de récurrence u, 1 = f(Uy,).

1) Montrer que la sous-suite (U,),>1 €st toujours positive.

2) Montrer que la seule limite pour la suite (u,) est ¢.

3) Montrer que si a = ¢ la suite (u,) est constante. Montrer que si a < ¢ alors la suite est
croissante et que pour toutn = 0, u,, < ¢. Montrer que si a > ¢ la suite est décroissante et
que pour toutn = 0, u, > @.

1

4) Montrer que pour tout x € [¢; +oo[, nous avons : f'(x) < 0

g 1
5) En déduire que pour tout x € [¢; +oo[, nous avons: |f(x) — ¢| < 7 |x — o]
g . g 1

6) En déduire que pour a > ¢, la suite (u,,) vérifie pourtoutn > 0 : |uyq — @| < 3 lu, — |

7) En déduire que pour a > ¢, la suite (u,) vérifie pour toutn > 0 : lu, — @| < 3% luoy — ol

8) En prenant a tel que |uy — @| < 1, combien d’étapes sont suffisantes pour obtenir une
valeur approchée de ¢ 3 107° prés ?

Corrigeé
1) Montrer que la sous-suite (i, ), €st toujours positive.

Soit P(n):u, >0

Onaa> —letuy=a,doncuy > —1

Ug+1>0

La fonction x +— 1/x est strictement croissante, donc m >0
Or f(x) =+1 +x, Etdonc f(ug) >0

Etuniq = f(un), et doncu; = f(uo)

Par conséquent, u; > 0 et donc P(1) Vrai

Supposons P(n): u,, > 0

u,+1>1>0

La fonction x +— /x est strictement croissante, donc W >0
Or f(x) =1 +x, Etdonc f(u,) >0

Etupes = f(un)

Et Doncu,,q > 0:P(n+1)



Par conséquent, P(n) - P(n + 1)

Or, d’apres le Théoréme de Récurrence, si P(ngy), P(n) » P(n + 1) = Vn = ny P(n)
Par conséquentvn =1 u, >0

Donc la sous-suite (U,,) =1 €st toujours (strictement) positive.

2) Montrer que la seule limite pour la suite (u,,) est ¢@.
Si u, converge et lim(u,) = [, alors f(l) =1
Vitl=Il=214+1=1P2=1%2-1-1=0

Doncl = %ﬁ ~—0,6180ul = ”f ~ 1,618

Or,onaVvn =1 u, > 0.Donclim(u,) = 0.Doncl >0

1+/5 .
Or, — est la seule valeur positive.

Par conséquent, Si u,, converge, lim(u,,) = ¢

3) Montrer que si a = ¢ la suite (u,) est constante. Montrer que si a < ¢ alors la suite est croissante
et que pour toutn = 0, u, < @. Montrer que si a > ¢ la suite est décroissante et que pour tout n >
0, u, > ¢.

Alternative 1

La fonction x = x + 1 est strictement croissante.

La fonction x = +/x est strictement croissante.

Or, la composée de deux fonctions strictement croissantes est strictement croissante.
Donc f(x) = vx + 1 est strictement croissante.

Et donc, xg < x; — f(xg) < f(x1)

Alternative 2
Supposons xg < Xq.

Alorsxg +1<x;+1

Et comme x ~ +/x est strictement croissante, alors \/xg + 1 < /x5 + 1

Et comme f(x) =+Vx + 1,0na f(xq) < f(x1)

Par conséquent, xy < x; — f(xg) < f(x1)



Supposons u, = @

Onatupyy = f(up) = f(@) =9

Par conséquent, i, = @ = Uy = @

Or, d’apres le Théoréme de Récurrence, si P(ny), P(n) > P(n+ 1) = Vn = ny P(n)
Par conséquentVn = 0 u, = ¢

a = @ = La suite (u,,) est constante

Par conséquent uy < ¢

Supposons u, < @

Onaxy <x; — f(x9) < f(x1)
Donc f (un) < f(9)

Or, tnyr = f(un), et f(@) = ¢
Doncu,,1 < @

Par conséquent u,, < @ = Uy 1 < @

Et par récurrence Vn = 0 u, < @

Si—-1<x<g¢
Alorsx? —x—1<0
Doncx? < x +1
Doncx <Vx +1
Donc f(x) > x

Or, —1 < uy < ¢, donc f(ug) > ug



Par conséquent, u; > u,
Et f est strictement croissante. Donc U,y 1 > Up — f(Upy1) > fF(Uyn) — Upsz > Upnyq

Donc, par récurrence, Vn = 0 u,,1 > u,

Par conséquent,a < ¢ = Vn >0 u, < @, et (u,) strictement croissante.

Casa > ¢
u0=a

Par conséquent uy > ¢

Supposons u, > @

Onaxg <x; — f(xg) < f(xq)
Donc f(un) > f()

Or, Upy1 = f(un), et f(@) = ¢
Doncu,+1 > @

Par conséquent u,, > @ = Uy 1 > @

Et par récurrence Vn = 0 u, < @

Six > ¢

Alorsx? —x—1>0

Doncx? >x+1

Doncx >+x +1

Donc f(x) < x

Or, ug > ¢, donc f(ug) < ug

Par conséquent, u; < ug,

f est strictement croissante. Donc Uy, < Uy — f(Uny1) < f(Up) = Upgz < Upyq

Dong, par récurrence, Vn = 0 u,,4 < u,

Par conséquent,a > ¢ = Vn = 0 u,, > @, et (u,) strictement décroissante.



4) Montrer que pour tout x € [¢@; +[, nous avons : f'(x) < L

2¢
fx)=vx+1
x+1)" 1
2Vx+1 2Vx+1

1) =[x+ 1)’ =

Onax =g

Doncvx+1>./p+1
Etdoncvx+1=>¢
2Vx+1=2¢

1 1
—
Et donc, 2Vx+1 ~ 2¢

, 1
Par conséquent, ['(x) < o

5) En déduire que pour tout x € [¢; +oo[, nous avons : [f(x) — ¢@| < i |x — ol

xX=Z@
fx) = f(e)
orf(p)=¢

Donc f(x) = ¢
Doncf(x) —¢@ =0

Ce quiimplique que [f(x) — @] = f(x) — ¢

Xz
Doncx—¢ =0

Ce quiimplique que |[x —@| =x— ¢

Le théoréme des accroissements finiditquex EE = f'® <1 = x, € E,x; EE —

feO-f(@) o 1

Par conséquent, <
xX=@ 2¢

feo-l o 1

Et donc <
[x—¢| 2¢

Par Conséquent,

D@ _

X1—Xo



1
Vx € [@; +oof, |f(x) —¢| < glx - |

6) En déduire que pour a > ¢, la suite (u,,) vérifie pour toutn > 0 : [up4; — @| < %Iun — |
a>@

D’apres 3), pour toutn = 0 : u, > @ et (u,) strictement décroissante

Par conséquent, d’aprés 5),

1
vnzavmm—mSEEWWﬂm

Orupsq = f(un)

1
DoncVn = 0, |u,y1 — @l < ghln — |

5>4>0
V5>2>0

1+vV5>3>0
20>3>0

0< ! < !
20 3
Eton a |u,, — @| positif
1 1
DO"‘CZ lu, — ¢l < §|un - ¢l
Par conséquent

1
Vnzamm1—mS§mn—m

7) En déduire que pour a > ¢, la suite (u,,) vérifie pour toutn = 0: |u, — ¢| < Sin luy — ol

Soit P(n): lu, — ¢| < 3% luy — @l

1
P(0): lug — ol S@Wo_(m

1 1

3071
Donc P(0): |luy — ¢| < |lug — ¢|, et donc P(0) Vrai



1
Supposons P(n): lu, — ¢| < e luy — |
Alors
1

3 lun =0l < o7 lue — ol

’ Y 1
D’apres 6), [up+q — @l < 3 lun — ol
Alors, |up4q — @] <= |un Pl < 3n+1| 0 — ¢l
—@l:P(n+1)

Et donc |uy4q — @] < 3n+1| 0

Par conséquent, P(n) - P(n + 1)
Et donc, par récurrence, Vn = 0 P(n)

Par conséquent,

1
vn =0 |u, — ¢l SB_”luO ol

8) En prenant a tel que |uy — @| < 1, combien d’étapes sont suffisantes pour obtenir une valeur

approchée de ¢ 3 107° prés ? 2 107100 2
Onaluy—¢l <1
1 1
Donc 3—n|u0 —g| < -
1 1
Et comme [u, — @[ < Zlug — ¢l onalu, —o| <3

En prenant n pour avoir%n <107%,0nalu, —¢| < 3% < 1079 donc |u,, — ¢| < 107°

1 -p
3_n< 10

ln—<1n10 P donc—nIn3 < —pIn10, etdoncnin3 > pIn 10, et donc:

In10
In3

n>p

Dong, il suffit de prendre n > p = cest -a-dire le premier entier qui suit p A|n5| lu, —

107P, et donc u,, est une valeur approchee de @ a107P pres

Pourp=9,0na 91:;—130 ~ 18,863. Doncn = 19 suffit.

Pourp = 100,0na 100ln 10

=~ 209,590. Donc n = 210 suffit.

Pl <



